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1 Uvod

Bungee jumping je danas sve popularnija ekstremna aktivnost u kojoj se kombinira
slobodni pad 1 oscilatorno gibanje. S fizikalnog glediSta predstavlja zanimljiv sustav u kojem
se ispreplicu gravitacijska sila, elasti¢na sila uZeta i otpor zraka. Takav sustav mogude je
modelirati na razli¢itim razinama sloZenosti, od jednostavnih analitickih izraza do naprednih

numerickih simulacija.

U ovom radu kao model bungee jumpinga promatrano je gibanje kuglice objeSene na
elasticno uZe, pri ¢emu su eksperimentalno dobiveni podaci usporedeni s rezultatima
teorijskog modela. Ovakav pristup omogucuje istodobno razumijevanje osnovnih fizikalnih

principa i provjeru prediktivnih mogucnosti jednostavnog matematickog modela.

Cilj rada je procijeniti ekstremne vrijednosti poloZaja i akceleracije kuglice tijekom gibanja
pomocu dostupne eksperimentalne aparature i relativno jednostavne teorijske analize.
Posvedéena je i paznja procjeni nesigurnosti u mjerenju i usporedbi s numerickim rezultatima.
Takav pristup omogudéuje detaljnije razumijevanje bungee gibanja i uvid u prednosti i

ogranicCenja razlicitih razina modeliranja.
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2 Metoda rada

Sustavno proucavam bungee jumping kroz tri koraka: eksperimentalno mjerenje, teorijsko

modeliranje i raunalnu simulaciju, na kraju usporedujem model i stvarna mjerenja.

2.1 Eksperimentalno mjerenje

Model bungee jumpinga izradio sam pomocu kuglice i elastiéne gumice. Kako sam
koristio samo jednu kameru pokuSao sam gibanje ograniciti samo na jednu dimenziju. Sve sam
snimio kamerom koja snima 240 slika po sekundi u rezoluciji 1920pz x 1080px. U postupku
izvodenja eksperimenta nuzno je ispustiti kuglicu u trenutku kada se uZe ne njiSe kako bi
smanjili moguénost gibanja u neZeljenim smjerovima. Kameru je potrebno postaviti fiksno i
osigurati da je paralelna ravnini snimanja uz dobro osvjetljenje. Za obradu videa koristio sam
alat Tracker [1]. Unutar korisnickog sucelja Trackera mozZe se odrediti kordinatni sustav te
kalibrirati video preko predmeta poznatih veli¢ina, kao poznatu veli¢inu uzeo sam duljinu
uZeta na kojem je objeSena kuglica Ly = (0.621 & 0.001)m. Ishodiste kordinatnog sustava je u
tocki gdje je uze pricvrceno 1 x-os je u smjeru objeSene kuglice, kao Sto je prikazano na slici

1. Postupak je objaSnjen u prirucniku za Tracker, u literaturi je naveden link [2].

!

Slika 1: Kalibracija videosnimke. Duljina plave duZine (kalibracijskog Stapa) odgovara duljini uZeta od
0.621m. Ljubicasto je koordinatni sustav postavljen tako da se gibanje kuglice promatra po jednoj osi.

Kako bih skupio sve potrebne informacije izmjerio sam te izracunao vrijednosti i greske
sljedecih veli¢ina:
* duljina neopterecenog uzeta: L = (0.600 £ 0.001) m
* linijska gustoca: u = (0.00400 £ 0.00017) %g
* masa uzeta: m,, = (0.0024 + 0.0001) kg
* masa kuglice: my = (0.0196 + 0.0001) kg
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* opseg kuglice: O = (0.077 £ 0.001) m
* povrSina popre¢nog presjeka loptice: A = (0.000472 + 0.000012) m?

Pri tom sam koristio formulu za greSku izvedene veliine.

2
op = ZK;{H o2, 2.1)

i Ti=T;

Takoder sam istraZio u kojoj je mjeri ispravno uzeti da postoji konstanta elastiCnosti.

Vjesanjem razlicitih utega poznatih masa te mjerenjem produljenja doSao sam do, slika 2.

Koeficijent elastiCnosti

16

i y=13.114x

12
!
Z.08
L 06
0.4
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0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Al [m]

Slika 2: Koeficijent elasticnosti odgovara nagibu pravca, koji je izracunat metodom najmanjih kvadrata
za parove (x,y) = (produljenje, teZina)

Koriste¢i se metodom najmanjih kvadrata i koriste¢i formule:

(2.2)

5 —\2
o= |1 (M _ a2> 2.3)

n\a ()
Dobio sam vrijednost koeficijenta elasti¢nosti K = (13.10 + 0.34) .

U eksperimentu dolazi do sli¢nih produljenja kao Sto su testirana, stoga u nastavku tretiram

K kao konstantu.
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2.2 Teorijski model

Ukljucivanje utjecaja mase uZeta daje zanimljiv teorijski rezultat, akceleracija tijekom
spusta moZe biti ve€a od akceleracije slobodnog pada. Analiticki izraz u slucaju kada je
zanemaren otpor zraka glasi a = —g — WEH“” detaljan izvod se moZe pronadi u radu [4]

TR

uz drugacije oznake te drugacije orijentiran kordinatni sustav. U slucaju kada uzmemo u obzir

otpor zraka izraz je malo kompliciraniji te ¢e se kasnije izvesti. Promotrimo sliku 3:

M(t) -X(t)

L
Ll

1(x(1))

4

s \

Slika 3: Skica utega u padu pricvrscenog s uZetom. -x(t) predstavija duljinu uZeta, zato jer je kordinatni
sustav na takav nacin definiran ranije u tekstu, l(x(t)) predstavlja duljinu konopa od najnize tocke do
utega.

Kako uteg pada tako se [(z(t)) smanjuje. U radu [3] je objasnjeno kako promjena duljine
tog dijela uzeta zapravo pridonosi promjeni mase sustava kojeg mi promatramo, a to je uteg 1
dio konopa koji je u padu. U daljnjem izvodu pretpostavlja se: uteg je materijalna tocka, uze
je savrSeno elasticno s konstantom elasti¢nosti /<, utjecaj otpora zraka na uteg ali ne i na uZe,
linearna gustoca uZeta p. Sada prelazimo na izvod koji vodi na diferencijalnu jednadzbu koja
opisuje kretanje utega.

Oznake:

* z(t) — polozaj utega
* K —koeficijent elastiCnosti
* (C'p — koeficijent otpora zraka

* p— gustoca zraka

. ﬁg — gravitacijska sila
. ﬁe — elasticna sila

e F, —sila otpora zraka: — sgn(v)%C’Dpsz [5]. sgn(v) je predznak brzine u odnosu na

X-0S.

Definiramo funkcije:
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(x(t)) = . 0> L 2.4)
’ —Z =

te funkciju M(t) koja predstavlja ukupnu masu sustava koji je u padu,

M(t) = my +my = mg + - U(z(t)) (2.5)
Glavni korak u izvodu je koriStenje 2. Newtonova zakona:

d[M(;zv(t)] P 4R+ F (2.6)

Raspisana jednadzba glasi:

di( (1))
dt

o(t)] = —g[mu+u~l(x(t))]+K'[—x(t)—L]—sgn(v)é-CD'p'sz
(2.7)

[t el (2 (2))]-a(t) + [

Koeficijent otpora zraka ovisi o obliku te je uzet iz poznatih eksperimentalnih podataka za
oblik kugle C'p = 0.5, gustoca zraka je takoder preuzeta iz poznatih eksperimentalnih podataka
s vrijednos$éu p = 1.225% [5]. Eskplicitni izraz za akceleraciju tijekom prve faze bungee
jumpinga, odnosno pada (uZe nije rastegnuto) :

202

a(t) = —g — St (L 2@) (sgn(v) - Cp - p. - A+ ) (2.8)

izraz za drugu fazu, odnosno produljenje i odskok (samo dok je uZe rastegnuto):

K 1
a(t) = —g+ - < (=z(t) = L) — sgn(v) - 3 0. - A-v? (2.9)

2.3 Simulacija

Numericka simulacija gibanja kuglice objeSene o elasti¢no uzZe temelji se na Runge—Kutta
metodi Cetvrtog reda, kojom se rjeSava sustav diferencijalnih jednadzbi. Sustav ukljucuje
djelovanje gravitacije, otpora zraka i elastiCne sile uZeta, ovisno o fazi gibanja. Kod je

pohranjen na GitHub u repozitoriju [7].

Cilj simulacije je izraCunati poloZaj, brzinu i akceleraciju kuglice kroz vrijeme, te usporediti
teorijske vrijednosti s eksperimentalnim mjerenjima dobivenima video-analizom. Fizikalni
parametri definirani na poCetku ukljucuju gravitacijsku akceleraciju (g), koeficijent otpora zraka
(cq), gustocu zraka(p,), povrSinu kuglice (A), linijsku gustocu uZeta (1), masu kuglice (m.),

duljinu nerastegnutog uZeta (L) te konstantu elastiCnosti uZeta (k). Ovi parametri odreduju
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dinamiku sustava u svakoj fazi.

Model se sastoji od dviju faza: slobodni pad, u kojem se uZe jos nije istegnulo, 1 faza istezanja,
kada uze pocinje pruzati elasticnu silu. U prvoj fazi na kuglicu djeluje gravitacija, otpor zraka
1 prisutna je promjenjiva efektivna masa. U drugoj fazi, kada se kuglica udalji viSe od duljine
nerastegnutog uzeta, ukljucuje se 1 elasti¢na sila proporcionalna istezanju. U obje faze otpor

zraka proporcionalan je kvadratu brzine i djeluje suprotno od smjera gibanja.

Runge—Kutta metoda koristi fiksni vremenski korak i u svakom koraku racuna Cetiri
medurezultata (k1-k4) kako bi se dobila preciznija aproksimacija sljedee tocke. Tijekom
simulacije kontinuirano se provjerava u kojoj se fazi kuglica nalazi: ako je istezanje manje od
duljine uZeta, koristi se model slobodnog pada; inace se koristi model s elasticnom silom.
Pocetni uvjeti su takvi da je kuglica u ishodiStu koordinatnog sustava i u mirovanju, a
simulacija traje 4 sekunde s ukupno 50 000 vremenskih koraka. Kao rezultat dobivaju se liste
vremena, poloZaja, brzina i akceleracija. Za usporedbu s eksperimentom, iz Excel tablice
ucitani su izmjereni poloZaji, brzine i pripadna vremena. Ti podaci potjeCu iz video-analize
kretanja kuglice. Vrijednosti su zaokruZene na tri decimale, a rasporedene su u tri liste:
vrijeme, poloZaj i brzina. Na kraju se izraduju i spremaju tri grafa: poloZaj, brzina i
akceleracija kao funkcije vremena. Prva dva grafa usporeduju teorijske i eksperimentalne

podatke, dok treci prikazuje samo teorijsku akceleraciju.
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3 Usporedba rezultata i diskusija

x-t graf kuglice

Minimalna teorijska vrijednost = -0.754 m — teorija
0.0 4 Minimalna eksp. vrijednost = -0.743 m —— eksperiment

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 Pt 3.0 3.5 4.0

Slika 4: Graf poloZaja, gdje su crvenom bojom oznacena mjerenja, a plavom teorijsko predvidanje
simulacijom.

U svrhu diskusije 1 boljeg razumijevanja problema razdijelimo promatranje u dva dijela. Prvo
promatramo pad, a zatim odskok. Na slici 4 vidimo lijepo poklapanje simulacije i snimljenog
eksperimenta u dijelu pada 1 procjene maksimalnog otklona. Minimalna teorijska vrijednost

iznosi —0.754m dok minimalna eksperimentalna vrijednost iznosi —0.743m.

GreSka mjerenja sastoji se od dvije komponente: greSke mjernog uredaja (ravnala) i greske
kod postavljanja kalibracijskog Stapa u Trackeru. Za mjerenje duljine uZeta koristio sam ravnalo
precizno do na 1mm. Kamera koju sam korisito imala je rezoluciju 1920pz x 1080pz, udaljenost
najviSe 1 najniZe tocke ravnine u kojoj se nalazi uZe u kadru je iznosila 1.455m. 1z toga sam

dobio veli¢inu (duljinu) piksela:

B 1.455m
P 1920

= 0.0008m 3.1

Kako je kamera precizna do na piksel greSka mjerenja duljine kamerom iznosi L,,. Prilikom
analize snimljenih fotografija koriStenjem opcije autotrackinga unutar Trackera program ne
uspijeva uvijek tocno odrediti koordinate centra kuglice. Primjeceno je da oznacena koordinata
u velikoj vecini slucajeva varira unutar 8 piksela od stvarnog centra. Stoga je ukupna greska pri

analizi fotografija Trackerom dana izrazom:

(O-.T>2 - (Oravnala>2 + (Ukamera)2 + <Oprograma)2 (32)
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Ukupna greska iznosi o, = 0.0065m, za potrebe ujednacenog prikaza zaokruZzena je na 0.007m.

Eksperimentalna vrijednost | Teorijska vrijednost
(—0.743 £ 0.007)m —0.754m

Tablica 1: Usporedba vrijednosti maksimalnog otklona

Rezultati dobiveni simulacijom dosta se dobro slazu s eksperimentalnim. Naime kako smo
zanemarili otpor zraka uZeta i moguce kretnje u preostala dva smjera ocekivali smo ekstremnije
vrijednosti otklona putem simulacije, $to smo i dobili (tablica 1 ). Gledajuéi sliku 4 vidimo da

se nadalje teorija i eksperiment sve vise udaljuju.

Kako bi bolje razumijeli probleme koji se javljaju kod odskoka promotrimo fotografije s

usporene snimke, slika 5.

£E
Ll

Slika 5: Niz fotografija usporene snimke u trenutku kada uZe udara o fiksnu tocku

Pretpostavimo da je uZe u trenutku maksimalnog produljenja AL po svakom dijelu % jednako
produljeno za %, slika 6. To znaci da se centar mase svakog i - tog dijela uZeta giba prema gore
prilikom stezanja uZeta, a ne samo dio opisan s funkcijom [(x(¢)). Diferencijalna jednadzba
2.7 pretpostavlja da je viSe energije usmjereno na kuglicu nego $to to u stvarnosti je, to nebi
izazivalo bitnije odstupanje u polozaju u trenutku kada se kuglica opet nade u maksimalno
produljenom polozaju. Zato jer bi se ta razlika energije po zakonu o ouvanju energije vratila
kuglici. U stvarnosti sustav gubi energiju, kada se uze vrati na duljinu L dio uZeta do fiksne
tocke udara u nju, te se potom pokusava od nje odbiti u tom trenutku ostatak uZeta udara u njega.
Takvo ponaSanje rasipa energiju i postaje nepredvidljivo. Valja spomenuti i unutarnji otpor
uzeta koji je zanemaren. Stoga svoje promatranje ogranicavam samo na pad i prvu polovicu
odskoka, $to i je najbitnije kod bungee jumpinga. Najveca sigurnosna pitanja su maksimalni
otklon kako nebi doSlo do udara s vodom 1ili tlom, te maksimalna akceleracija koja mora biti u

skladu s normama [6].

Na slici 7 vidimo trend slaganja teorijskog predvidanja i eksperimentalnog mjerenja u dijelu
za koji smo 1 rekli da je od interesa, zbog sigurnosnih razloga. Vrijednosti postignute

simulacijom su malo ekstremnije pa se mogu uzeti kao gornje granice moguceg (tablica 2).
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o
-

h 4
A [ ‘

I.-
I .
L

AL

Slika 6: Skica produljenog i opustenog uZeta.

v

v,-t graf kuglice

— teorija
—— eksperiment
6 -
4_
T o
E
R
_2 -
_4 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t[s]

Slika 7: Graf brzina, gdje su crvenom bojom oznaclena mjerenja, a plavom teorijsko predvidanje
simulacijom.

Takoder moZemo primjetiti "Sum" koji se javlja na grafu, koji je rezultat loSeg algoritamskog

pracenja polozaja kuglice. Na grafu polozaja se to ne vidi ali na grafu brzina se vidi zato jer je
puno vazniji medusobni odnos bliskih tocaka. Tracker brzine ra¢una po formuli [2]:

Po formuli za greSku izvedene veliCine:

of = Z {(gi)} O'%Z_ (3.4)

U slucaju brzine v;:
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1
0y, = E\/U%i“ + 02 +vloi, (3.5)

Srednja greSka brzine je dana formulom:

g, = ] =LY (3.6)

Uz vrijednosti:

Ozip1 = Ogiq = 0.0065m

- 1
At = 555
1
O't—ms

Usrednjavanjem po svim brzinama dobijamo o; = 1.328", zaokruZeno na jednu decimmalu.

Eksperimentalna vrijednost | Teorijska vrijednost
(-3.5+1.3)% —3.67

Tablica 2: Usporedba ekstremalnih vrijednosti brzina tijekom pada

Sum u slu¢aju akceleracije je prevelik i uzrokuje prevelike nepravilnosti stoga se na slici 8
nalaze samo teorijske vrijednosti. 1z prijasnje diskusije i grafa brzina da se zakljuciti da se

teorijske vrijednosti mogu uzeti kao gornje granice.

a,-t graf kuglice

80

60

40

axlt) [m/s~2]

20 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 i) 3.0 3.5 4.0

Slika 8: Graf akceleracije, samo teorijske vrijednosti.
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4 Zakljucak

U ovom radu eksperimentalno je i teorijski prouceno gibanje kuglice pri¢vrséene na
elasticno uze, s ciljem Sto preciznijeg opisa fenomena bungee jumpinga. Rezultati
eksperimenta analizirani su pomocu alata Trackera koji ima svoje prednosti, ali i nedostatke.
Pruza nam brzu 1 laku analizu i ekstrakciju podataka iz fotografija, no takoder u nekim
okolnostima moZe biti uzrok znacajnih greSaka. U naSem slucaju greSke su nastale primarno
kao rezultat koriStenja homogene jednobojne kuglice, taj izbor je ,,zbunio" Trackera jer nije
uvijek mogao tocno odrediti centar kuglice. Potencijalno rjeSenje ovog problema je bilo
koriStenje kuglice s manjom oznakom. Prilikom testiranja s manjom oznakom na kuglici
dolazilo je do zamucenja zbog ograni¢enja i neadekvatnosti kamere koja je koriStena. Druga
mogucnost je bila runo odredivanje centra kuglice za svaku od fotografija Sto bi iziskivalo
previSe vremena. Tako je algoritam Trackera upravo glavni izvor greSke u naSem

eksperimentu.

Uz njega smo takoder imali greSke uzrokovane nepreciznoSCu mjernih instrumenata te
tehnoloskom limitacijom opreme koja je koriStena, kao i ljudskim faktorom. Eksperiment bi
mogao dobiti na preciznosti koriStenjem bolje opreme, snimanjem iz viSe kutova,

kontroliranijim uvjetima te ponavljanjem eksperimenta viSe puta.

Sto se tie teorije model koji smo koristili uspio je pokazati i opisati najbitnije karakteristike
sustava koje smo promatrali, no takoder je bio ograni¢en svojom jednostavnoséu. Glavni
problemi su bili nekontrolirano gibanje u ostalim smjerovima nakon prvog odskoka te gubitci
energije kroz mehanizme poput unutarnjeg otpora te kaoticnog gibanja uZeta. Teorijski bi bilo

iznimno zahtjevno modelirati ove utjecaje te su stoga zanemareni.

U usporedbi eksperimentalnih podataka sa raCunalnom simulacijom baziranom na teorijskom
modelu moZe se primjetiti dobro slaganje u pocetku. Akumulacijom gresaka i utjecaja koji nisu
dio modela kroz vrijeme se izmedu teorije i eksperimenta primjetne su sve vece razlike. Unatoc
tome mozZemo reci da je model uspio predvidjeti granicne 1 maksimalne moguce vrijednosti

produljenja uZeta i akceleracije, Sto je zapravo i najbitniji sigurnosni aspekt bungee jumpinga.
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