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Uvod

Primjena matematickih metoda u ekonomiji i financijama igra kljuénu ulogu
u razumijevanju i kvantitativnom modeliranju ekonomskih pojava. Medu tim
metodama, obi¢ne diferencijalne jednadzbe (ODJ) istaknute su kao temeljni
alat za opisivanje dinamike promjena ekonomskih veli¢ina kroz vrijeme.

U ovom radu analiziramo kako se ODJ koriste za modeliranje rasta bruto
domaceg proizvoda (BDP), kapitalne akumulacije, potrosnje, investicija i
poslovnih ciklusa. Poseban naglasak stavlja se na klasicne deterministicke
modele gospodarskog rasta, ukljucuju¢i modele Harroda-Domara, Solowa i
Phelpsa, te na dinamicke modele investiranja koje su predlozili Kalecki i
Goodwin. Fokus ostaje na deterministickim formulacijama jer su stohasticki
pristupi matematicki zahtjevniji i nadilaze razinu preddiplomskog studija.

Izvori koji su temeljili strukturiranje ovog rada su pregled Tsoularis [10],
koji donosi klasifikaciju i analizu diferencijalnih jednadzbi u ekonomskoj di-
namici, te rad Lee i Shi [7], koji ilustrira alternativne metode rjesavanja
ekonomskih modela pomoéu ODJ.

Matematicko modeliranje ekonomskih sustava koristi prednosti ODJ zbog
njihove sposobnosti da precizno opisu mehanizme povratne sprege, stabilnosti
i dugorocne ravnoteze. lako su diskretni modeli ¢eSée primjenjivani u em-
pirijskim analizama, kontinuirani modeli s ODJ olakSavaju teorijsku analizu

stabilnosti, osobito kod autonomnih i linearnih sustava. Takoder, modeli s

X1



vremenskim kasnjenjem (engl. delay differential equations) analizirani su u
kontekstu poslovnih ciklusa.

Za produbljeno razumijevanje preporucuje se literatura autora kao sto
su Gandolfo [3] (za temeljne pristupe), Brock i Malliaris [6] (za formalniju

dinamiku), te Acemoglu [I] za moderni matematicki pristup teoriji rasta.

xii



Sadrzaj

Sadrza]j

Zahvalal iii
Uvod xi
xii
(1 Osnovni modeli ekonomskog rastal 1
(L1 _Harrod-Domarov modell . . . . ... ... ... ... ... .. 2
[L2 Solowovmodell . . ... ... ... ... ... 3
(1.3 Phelpsovo zlatno pravilo| . . . . . ... ... ... ... ..., 7
(1.4 _Samuelsonov model trzisne ravnotezel . . . . . . . .. ... 9
(1.5 Kaleckijev model s odgodenom investicijom|. . . . . . . . . .. 13
[1.6 Goodwinov nelinearni model poslovnih ciklusal . . . . . . . .. 14
(1.7 Primjer: Dinamicko ponasanje u Goodwinovom modelul . . . . 17
2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u optimiranju dobiti 19
[2.1 Model rasta bruto domaceg proizvoda (BDP)[ . . . . . .. .. 19
[2.2  Model investiranja poduzecal . . . . . . . . .. ... ... ... 20
[2.3  Primjena propozicije 1: Optimalna investicijska politikal . . . . 22
[3  Zakljucak] 24

xlil



Sadrzaj

[Literatural

25

Xiv



Poglavlje 1

Osnovni modeli ekonomskog

rasta

U ovom poglavlju predstavljamo neke od najvaznijih diferencijalnih jednadzbi
koje modeliraju probleme iz ekonomije, a razvijale su se tijekom vise od 60
godina. Ved¢ina modela potjece iz neoklasiéne teorije rasta, koja se temelji
na ideji da je rast potaknut pove¢anjem kapitala, radne snage i tehnoloskim
napretkom. Odnosno, da u stanju dugorocne stabilne ravnoteze, bez postoja-
nja tehnoloskog napretka nema porasta dohotka po stanovniku. Posebice se
istice Solowov model iz 1956. godine, koji je djelomi¢no nadahnut radovima
Harroda i Domara.

Solowov model, utemeljen na pretpostavkama neoklasicne teorije rasta,
polazi od toga da gospodarski rast proizlazi iz triju ¢imbenika: rada, ka-
pitala i tehnologije. Zbog svoje jednostavnosti i analiticke snage, Solowov
model ¢esto je prvi koji se obraduje u kolegijima s matematickim pristupom
ekonomiji.

Dodatni modeli koje predstavljamo ukljucuju Samuelsonovu analizu trzisne

ravnoteze u uvjetima potraznje i ponude. Neki modeli ukljucuju vremenske



1.1. Harrod-Domarov model

odgode u akumulaciji kapitala i proizvodnji, no oni su obradeni krace zbog
slozenosti analize.

[ako popis predstavljenih modela nije potpun, pruza dobar pregled nacina
na koji su matematicke metode oblikovale ekonomsko misljenje o rastu tije-

kom 20. stoljeca.

1.1 Harrod-Domarov model

Model Harrod-Domar neovisno su razvili Roy Harrod [4] i Evsey Domar [2],

prvotno s ciljem analize poslovnih ciklusa. Kasnije je koristen za objasnjenje

stope rasta gospodarstva kroz stednju i produktivnost kapitala.
Proizvodnja Y promatra se kao funkcija zaliha kapitala K, tj. ¥ = Y (K),

a grani¢na produktivnost kapitala definirana je kao:

ay
dK

Model predlaze da je stopa rasta proizvodnje dana izrazom:

= ¢ = konstanta. (1.1)

— = =sc—9, (1.2)
gdje su:
e 5 — stopa Stednje,
e ¢ — grani¢na produktivnost kapitala (konstanta),
e 0 — stopa amortizacije kapitala.

Rjesenje ove homogene linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda je:

Y (t) = Ypelse9! (1.3)



1.2. Solowov model

Sto jasno pokazuje da povecanje ulaganja kroz stednju i produktivnost
potice gospodarski rast. Medutim, model ne uzima u obzir radnu snagu niti

velicinu populacije.

1.2 Solowov model

Robert Solow [9] predlaze jednadzbu gospodarskog rasta koja ukljucuje pro-
izvodnju, rast kapitala i rast radne snage, sto nedostaje u Harrod—Domarovom

modelu. Uvedimo osnovne pojmove i pretpostavke modela:

i) Proizvodna funkcija: u oznaci Y, je koli¢ina proizvedenih dobara uz
K jedinica kapitala i L jedinica rada u trenutku ¢. Njegova ovisnost o

tim parametrima opisana je funkcijom F"

U zatvorenoj ekonomiji, sva dobra se trose ili investiraju:
Y(t)=C(t)+ 1(t)

gdje su C'(t) i I(t) funkcije potrosnje i investicija. Postavljaju se tzv.

Inadina ogranicenja:

a—F>O (9_F>0 —82F<0 —82F<0

oK oL T OK?2 T OL2
I 8F_ I 6F_ ! 8F_0 . 8F_0
A0 0K 0 oL T Aaoar T iSwoarn T U

Pretpostavlja se homogenost funkcije stupnja 1 (konstantni prinosi na
razmjer):

F(aK,al)=aF(K,L), Ya > 0.
Definiraju se y = %, k = %, pa se dobiva jednodimenzionalna pro-

izvodna funkcija y = f(k).



1.2. Solowov model

ii) Rast kapitala: Investicija ukljucuje promjenu kapitala i amortizaciju:

I(t) = dd—[; +OK(1)

Sto nas vodi do per capita jednadzbe:

y(t) =c(t) +i(t) = c(t) + % + (5 + %%) k.

iii) Rast radne snage: Radna snaga raste eksponencijalno:
L(t) = Loe"t.

Osnovna diferencijalna jednadzba rasta kapitala po radniku:

dk
pn = f(k) — (0 +n)k —c(t). (1.4)
Ako se stalni udio dohotka stedi (s), ¢(t) = (1 — s) f(k), tada imamo:

dk

= = sf(k) = (6 + k.

iv) Cobb—Douglas funkcija:
f(ky=AkK’, 0<p<1

Parametar § oznacava udio kapitala u ukupnom outputu, dok 1 —

predstavlja udio rada.

e Ako je 8 =~ 1, proizvodnja ovisi gotovo isklju¢ivo o kapitalu, a
doprinos rada je zanemariv.
e Ako je f = 0, tada je rad glavni faktor proizvodnje, a kapital ima

vrlo mali utjecaj.



1.2. Solowov model

Tipicne vrijednosti u stvarnim gospodarstvima su § € (0.3,0.5).

Ravnoteza se postize kada je % = ( u osnovnoj jednadzbi rasta kapitala

po radniku ([1.4):

sA \TF
(5+n) Y

Tehnoloski napredak: Pretpostavimo egzogeni (vanjski) tehnoloski

napredak koji se odvija konstantnom stopom g > 0, tako da vrijedi:
A(t) = Age”,

gdje je A(t) ukupni faktor produktivnosti, a g predstavlja stopu rasta
tehnologije. Tehnoloski napredak u ovom kontekstu povecava efikasnost
rada, tako da se proizvodnja po radniku povecava iako kolic¢ina kapitala

i rada ostaje ista.

Uvedimo efektivni kapital po radniku kao:

gdje je K(t) fizicki kapital, L(t) radna snaga, a A(t)L(t) oznacava broj
efektivnih jedinica rada (rad prilagoden tehnologiji).
U ovom slucaju, dinamika efektivnog kapitala opisana je sljede¢om di-

ferencijalnom jednadzbom:

dk
= = sAKP — (0 +n+ g)k,

gdje su:
e s — stopa Stednje (udio dohotka koji se ulaze),
e () — stopa amortizacije kapitala,

e n — stopa rasta radne snage,



1.2. Solowov model

e ¢ — stopa tehnoloskog napretka.

Ravnotezno stanje (stacionarna tocka) k* nastaje kada je flj—’t“ = 0, tj.

kada se efektivni kapital po radniku vise ne mijenja. Tada vrijedi:

sA 5
kK= ———— , * = AK*P.
((5+n—|—g) Y

Analiza dinamike:

Dinamika kapitala u Solowovom modelu s tehni¢kim napretkom

ko<k”™

10t ko> k"

=== k" (ravnoteza)

Kapital po efektivhom radniku k(t)

Vrijeme t

Slika 1.1: Dinamika kapitala u Solowovu modelu s tehnickim napretkom

e Ako je k(t) < k*, tada je % > 0, §to znaci da kapital po radniku
raste prema ravnoteznom stanju, kao sto se vidi na

e Ako je k(t) > k*, tada je % < 0, 8to znaci da kapital po radniku
opada prema ravnoteznom stanju (Slika 1.1J).

Dakle, tocka k* je stabilna ravnoteza. Sustav gravitira prema toj

tocki neovisno o pocetnoj razini kapitala (dokle god je k(t) > 0).



1.3. Phelpsovo zlatno pravilo

vi) Solowov ostatak:

1dY 1 dK 1dL 1dA
va Pra T tU-Agg
1dY 1 dK 1dL
Solowov ostatak = v ﬁ—K - (1— B)Z_dt

Pozitivan ostatak ukazuje na rast uzrokovan tehnoloskim napretkom

koji nije izravno objasnjen rastom kapitala K ili rada L.

Vaznost: Solowov ostatak omogucuje kvantificiranje doprinosa tehno-
logije ukupnom gospodarskom rastu. Bez njega, model bi podcijenio
ucinke inovacija, digitalizacije i organizacijskog znanja. Ako je ostatak
blizu nule, ulaganja u tehnologiju nisu donijela mjerljiv doprinos pro-
duktivnosti. Suprotno tome, znac¢ajan pozitivan ostatak sugerira da su

tehnoloske inovacije klju¢ni pokretaci rasta.

Tehnologija, iako nemehanicki faktor, ima kvantitativno mjerljiv uc¢inak.
Solowov ostatak zato predstavlja most izmedu teorijske ekonomije i

stvarnog mjerenja ucinkovitosti resursa u gospodarstvu.

1.3 Phelpsovo zlatno pravilo

Phelps koristi neoklasicni model rasta kako bi proucio potrosnju po jedinici
rada u ravnotezi, u okviru tzv. ,zlatnog pravila”.
U ravnotezi, uz stopu rasta radne snage n, potrosnja po jedinici rada
izrazena je kao:
c(t) = f(k) — nk, (1.5)
gdje je k kapital po radniku, a f(k) proizvodna funkcija.
Maksimalna potrosnja po jedinici rada postize se kada je derivacija po-

trosnje po k jednaka nuli:

de df



1.3. Phelpsovo zlatno pravilo

Buducdi da vrijedi:
> f
Kz =

tocka u kojoj je % = n predstavlja maksimum. Odatle slijedi tzv. ,zlatno

0,

pravilo”:

Marginalna proizvodnost kapitala po radniku mora biti jednaka stopi rasta

radne snage za maksimalnu potrosnju po glavi stanovnika.

Phelpsovo zlatno pravilo

Potrosnja po radniku c(k)

—— Potrosnja po radniku c(k) = f(k) — nk

0.0

—=- Maksimum prik* = 1.78

0 2 4 6 8 10
Kapital po radniku k

Slika 1.2: Graficki prikaz Phelpsovog zlatnog pravila (8 = 0.3, A =1, n =~
0.2; vrh na k* ~ 1.78).

e Prikazana je funkcija potrosnje po radniku c(k) = f(k) — nk, gdje je
f(k) = AkP (Cobb-Douglasova funkcija).

e (Crtkana crvena linija oznacava tocku k* koja maksimizira potrosnju po

radniku — zlatno pravilo.

e Ako je k < k*, dodatno ulaganje povec¢ava potrosnju.



1.4. Samuelsonov model trziSne ravnoteze

e Ako je k > k*, dodatno ulaganje smanjuje potrosnju jer previse resursa

ide na kapital, a premalo na osobnu potrosnju.

Maksimalna potrosnja po glavi stanovnika vazna je jer predstavlja dugoroc¢no
najodrziviju ekonomsku ravnotezu. Ona osigurava optimalan omjer izmedu
ulaganja u kapital (za bududi rast) i trenutne potrosnje (za standard zivota).
Ako se Stedi previse, smanjuje se sadasnja potrosnja; ako se Stedi premalo,
ugrozava se dugorocni rast. Zlatno pravilo definira optimalnu tocku izmedu
tih ekstrema.

Zasto se zove “zlatno pravilo”?

Naziv je Phelpsov (“Golden Rule of Accumulation”, 1961.)[§] kao meta-
fora na eticko “zlatno pravilo” (“¢ini drugima sto zeli§ da drugi tebi ¢ine. ..”):
Stedi taman toliko da maksimiziras dugoroénu potrosnju po osobi — tj. ne
zakida$ sadaSnju generaciju pretjeranom Stednjom, niti buduéu premalom

Stednjom.

1.4 Samuelsonov model trzisne ravnoteze

U svom radu iz 1941. godine Paul Samuelson primjenjuje jednostavne dife-
rencijalne jednadzbe kako bi analizirao stabilnost trziSne ravnoteze u nekoliko
scenarija odnosa ponude i potraznje.

Najjednostavnija analiza stabilnosti temelji se na pretpostavkama Wal-

rasa i Marshalla.

1. Prema Walrasovoj pretpostavci, cijena raste (pada) ako je visak po-

traznje pozitivan (negativan).

2. Prema Marshallovoj pretpostavci, koli¢ina raste (pada) ako je visak

cijene potraznje pozitivan (negativan).



1.4. Samuelsonov model trziSne ravnoteze

1. Visak potraznje (engl. excess demand) definiran je kao:
Visak potraznje = D(p) — S(p)
gdje je:
e D(p): kolicina koju kupci zele kupiti po cijeni p,
e S(p): kolicina koju proizvodaci zele prodati po cijeni p.
Cimbenik je pozitivan kada vrijedi:
D(p) > 5(p)
odnosno kada kupci zele kupiti vise nego sto proizvodaci zele prodati.
2. Visak cijene potraznje definiran je kao:
Visak cijene potraznje = pp(q) — ps(q)
gdje je:
e pp(q): cijena koju su kupci spremni platiti za koli¢inu ¢,
e ps(q): cijena koju proizvodadi zahtijevaju za koli¢inu .
Visak cijene potraznje je pozitivan kada vrijedi:
pola) > ps(q)

odnosno kada su kupci spremni platiti visu cijenu nego sto proizvodaci

zahtijevaju.

Neka D(p, a) i S(p) oznacavaju funkcije potraznje i ponude ovisne o cijeni

p, gdje je a parametar koji oznacava , ukus“ potrosaca. U ravnotezi vrijedi:

¢ = D(p*, o) = S(p"), (1.7)
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1.4. Samuelsonov model trziSne ravnoteze
pri cemu su parcijalne derivacije:

oD oD
% > 0, a_p < 0. (18)

Zadatak komparativne statistike je odrediti ravnotezne vrijednosti cijene i

kolicine te njihovu osjetljivost na parametar «.

Walrasova dinamika

Dinamicka formulacija Walrasove pretpostavke je:

D 1D - S, 10)=0. f(0)>0 (1.9

Zadrzavanjem prvog reda razvoja u Taylorov red u blizini ravnoteze p*,

dobivamo sljedec¢u linearnu diferencijalnu jednadzbu:

(p—1p"), (1.10)

p*

dp  (dD dS
at O \dp  dp

¢ije je rjesenje, za pocetnu cijenu py, dano izrazom:

p(t) =p" + (p" — po) - exp [aot (d—D - ﬁ)

. 1.11

Ravnoteza je stabilna ako:

ap
dp

ds

— 1.12
<% (112)

p* p*
Odnosno, cijena se moze stabilizirati kad potraznja raste sporije od po-

nude.

Dinamicka formulacija Marshallove pretpostavke glasi:

dq_

= = 9(po(a) —ps(a)), 9(0) =0, 4'(0)>0. (1.13)
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1.4. Samuelsonov model trziSne ravnoteze

Zanemarujuci vise redove razvoja i koristeci trivijalni rezultat iz elemen-

tarnog ra¢unanja:

dpD 1 dps 1
—_ = E’ _ = E’
dq d_p dq _p
dobivamo:
q(t) =q" +(¢" —q) ~exp |bot | o5 — 45 : (1.14)
Ravnoteza je stabilna ako:
1 1
dp q* dp q*

Odnosno, koli¢ina ponude mora rasti kad raste potraznja, dok promjena

cijene ovisi o algebarskom znaku nagiba krivulje ponude.

Walrasov model ravnoteze: D(p) i S . . " Y
10 (P)iS(p) Walrasova dinamika pada cijene prema ravnotezi
— Potraznja D(p) —

—— Ponuda S(p) 80

Koli¢ina
Cijena p(t)

Cijena p Vrijeme t

(a) Ponuda i potraznja (b) Dinamika cijene

Slika 1.3: Walrasov model i prilagodba cijene
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1.5. Kaleckijev model s odgodenom investicijom

1.5 Kaleckijev model s odgodenom investici-
jom

Kalecki je prvi istrazivao odnos izmedu kasnjenja u proizvodnji i endogenih
poslovnih ciklusa, promatrajuéi zatvoreni ekonomski sustav kroz kratkoro¢no
razdoblje bez trenda.

Neka je A(t) bruto akumulacija kapitala (nepotrosena dobra), a svaka
investicija I(t) ima razdoblje realizacije, tzv. gestation period 6. Isporuke

L(t) su jednake narudzbama investicija koje su postavljene 6 vremena ranije:

L(t) = I(t - 0). (1.16)

Narudzbe postavljene u vremenskom intervalu [t — 6, t] ostaju neizvrsene.
Bruto akumulacija kapitala A(t) jednaka je srednjoj vrijednosti narudzbi

tijekom razdoblja 6:

t
A(t) = -/ I(r)dr. (1.17)

0 Ji-o
Ako je K(t) ukupna zaliha kapitala, a U fizicka amortizacija, tada dina-

mika kapitala glasi:

dK
=L -U=1I({t-0)-U. (1.18)

Stopa promjene investicija odredena je konstantama m > 01 n > 0 kao:

—_— —nN— =

dl  dA  dK m
" a a0

I(t) — I(t—0)] —n[I(t—0)—U).  (1.19)

Uvedimo J(t) = I(t) — U kao odstupanje investicija od konstantne razine

potrebne za obnovu dotrajalog kapitala. Diferenciranjem dobivamo:
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1.6. Goodwinov nelinearni model poslovnih ciklusa

dJ] m
E:g[J(t)—J(t—Q)]—nJ(t—H), (1.20)

Sto se moze zapisati kao:

9%+(n9+m)J(t—9) —mJ(t) =0. (1.21)

U pocetnom intervalu t € [—#,0] Kalecki pretpostavlja J(¢) = 0. Stan-
dardni nacin rjeSavanja ove diferencijalne jednadzbe s kasnjenjem je pretpos-

tavka oblika rjesenja:

J(t) = De, (1.22)

gdje su D i a € C konstante koje se odreduju uvrstavanjem.

Opce rjesenje jednadzbe je, za neke konstante ¢y i co:

J(t) = e [c; cos(wt) + ¢y sin(wt)], (1.23)
gdje je znak realnog parametra b presudan za ponaSanje sustava:
e b > (0 — eksplozivna dinamika,
e b =0 — cistocikli¢na dinamika,

e b < 0 — priguSena oscilacija.

1.6 Goodwinov nelinearni model poslovnih cik-

lusa

Funkcija akceleracije investicija. Pretpostavlja se da inducirani inves-

ticijski izdaci O; nastaju s odgodom 6 kao nelinearna funkcija trenutne stope

14



1.6. Goodwinov nelinearni model poslovnih ciklusa

Dinamika funkcije J(t) = eP'cos(wt)
—— b < 0 (prigusena)
—— b = 0 (¢istocikli¢na)
6t — b > 0 (eksplozivna)

N

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Vrijeme t

Slika 1.4: Dinamika funkcije J(¢)

rasta dohotka:
Oi<t + 9) = gp(y(t))

Funkcija ¢ zove se funkcija akceleracije; tipicno vrijedi ¢(0) =01 ¢'(0) > 0,
a ¢'(0) nazivamo marginalnim akceleratorom (osjetljivost investicija na mali
rast dohotka). U linearnom slucaju ¢(y) = py s p > 0.

Goodwin je predstavio nelinearni model poslovnih ciklusa s vremenskim
kasnjenjima izmedu investicijskih odluka i stvarnih izdataka. Promjena do-
hotka y(t) u vremenu ¢ inducira investicijske izdatke O;(t + 6) u kasnijem

trenutku ¢ + 6.

dy :
ot +6) = () = oli) (124)
Stoga, nelinearna diferencijalna jednadzba s kasnjenjem koja modelira

razvoj dohotka glasi:

E%y(t +0) + (1= a)y(t +8) = O(t) + (1), (1.25)
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1.6. Goodwinov nelinearni model poslovnih ciklusa

gdje je O(t) autonomna investicija, a ¢, « konstante. Derivacija d‘fl—(.y)
y

opisuje stopu rasta investicija u odnosu na rast dohotka i naziva se koeficijent
akceleracije.
Razvijanjem vodec¢ih ¢lanova u Taylorov red i zanemarivanjem visih re-

dova, Goodwin dobiva:

2

60% +[(1 —a)f + ¢ % + (1 = a)y(t) — e(y) = O(t). (1.26)

Pretpostavlja se da je O(t) konstanta: O(t) = O*. Uvodi se nova varija-
bla:

O*
t) =y(t) — 1.27
(1) = ylt) - ——, (127)
pri cemu je % dohodak u ravnotezi.
Transformirana jednadzba postaje:
d? d
sed—tj+ [(1—04)9+€]d—j P+ (1—a)z=0. (1.28)

Asimptotsko ponasanje ravnoteze z = 0 odreduje se karakteristicnom

jednadzbom:

N +[(1—a)f+e— @ (0)]A+(1—a)=0. (1.29)

Karakteristi¢na rjesenja su:

(0) ~ [(1— )8+ £1/(1 - @) + = — @(0))* — 4eb(1 — a)

A2 = 2e6

(1.30)
Buduéi da:
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1.7. Primjer: Dinami¢ko ponaSanje u Goodwinovom modelu

1-— (0) —[(1 — )
PNV SN (O R ey R
e0 0

(1.31)
vrijedi:
e Ako ¢'(0) < (1 — a)f + ¢, rjesenja su prigusene oscilacije (stabilnost),

e Ako ¢'(0) > (1—a)f+-¢, sustav je nestabilan i udaljava se od ravnoteze.

1.7 Primjer: Dinamicko ponasanje u Goodwi-
novom modelu

Na slici prikazano je ponasanje rjesenja z(t) za razlicite vrijednosti deri-

vacije funkcije akceleracije ¢'(0):

e Za ¢'(0) < (1 —a)f+ ¢, sustav pokazuje prigusene oscilacije i vraca

se prema ravnotezi.
e Za ¢'(0) = (1 — a)f + ¢, sustav je na granici stabilnosti.

e Zay¢'(0) > (1—a)f+e, sustav je nestabilan i udaljava se od ravnoteze.
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1.7. Primjer: Dinami¢ko ponaSanje u Goodwinovom modelu

Asimptotsko ponasanje rjesenja u Goodwinovu modelu

— ¢'(0) = 0.5 (stabilno)
20} = ¢'(0)=1.3 (stabilno)
—— ¢'(0) =2.0 (nestabilno)

10

N\

Odstupanje z(t) od ravnoteze

-10
=20
-30
-40
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Vrijeme t

Slika 1.5: Asimptotsko ponasanje rjeSenja z(t) u Goodwinovom modelu za

razlic¢ite vrijednosti ¢'(0).
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Poglavlje 2

Primjena diferencijalnih

jednadzbi u optimiranju dobiti

2.1 Model rasta bruto domaceg proizvoda (BDP)

Diferencijalne jednadzbe Cesto se koriste za modeliranje promjena bruto domaceg
proizvoda (BDP) kroz vrijeme. Pretpostavimo da je x(t) vrijednost BDP-a u
trenutku ¢. Ako je stopa promjene BDP-a proporcionalna njegovoj trenutnoj

vrijednosti, tada vrijedi:
dx(t)
dt

=g-x(t), (2.1)

gdje je g konstanta koja predstavlja stopu rasta.
Rjesenjem ove obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda (separabilne i

linearno homogene) dobijemo:

1 dx(t) d
_ = —1 t) = 2.2
Sto vodi na:
Inz(t) = gt + ¢, (2.3)
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2.2. Model investiranja poduzeéa

gdje je c integracijska konstanta. Ekvivalentno, uzimanjem eksponencijale
obje strane:

z(t) = e’ (2.4)
Ako postavimo z(0) = e, tada kona¢no rjesenje glasi:
z(t) = x(0)ef". (2.5)

Ova formula pokazuje da BDP eksponencijalno raste ako je g > 0, od-

nosno opada ako je g < 0.

2.2 Model investiranja poduzeca

Razmotrimo racionalno upravljano poduzeée u konkurentnoj industriji koje
maksimizira sadasnju vrijednost buduéih neto novéanih tokova. Neka P(t)
oznacCava cijenu proizvoda u vremenu t, w(t) nadnicu, L(t) koli¢inu rada, a

C(I) trosak investiranja pri bruto stopi investicije I. Pretpostavimo da:
C(I) =gl +al? (2.6)

sto ukljucuje linearni i kvadratni dio investicijskih troskova.
Neka F(K, L) oznacava proizvodnu funkciju ovisnu o kapitalu K i radu
L. Bruto investicija [ sastoji se od promjene kapitala i potrebne zamjenske

investicije, gdje je stopa amortizacije konstantna:
I =K+ D(K), D(K)=/K. (2.7)
Sadasnja vrijednost firme dana je izrazom (V su bududi novéani tokovi):

V= / " R [P(t)F(K,L) —w(t)L(t) — C(I)]dt, (2.8)

gdje je e Bl = exp (— fot r(7’)d7’> diskontni faktor, a (7) trenutna kamatna

stopa.
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2.2. Model investiranja poduzeéa

Kako bi se maksimizirao V', koriste se Euler-Lagrangeove jednadzbe:

oF
—R(t) - —
e (P 5L w) 0. (2.9)
—R(t) oF / " o .
e Pa—K—(r+6)C(I)+C (I)(K+6K) ) =0. (2.10)
Iz prve jednadzbe slijedi da grani¢ni produkt rada mora biti jednak nad-
nici:
oF  w K w
or _w _:F—1<_>, 2.11
oL P L 't \p (2.11)
Grani¢éni produkt kapitala Fj takoder ovisi o omjeru kapitala i rada, pa
vrijedi:
K (W
PF(K,L) = PFic ( T ) = PFk (FL (1—3)) . (2.12)

Bududi da vrijedi I(t) = Kp+ 0K, jednadzba se moze zapisati kao obi¢na

diferencijalna jednadzba:

I—(r(t)+ 01 = —f(t), (2.13)
gdje je 5
() = PG(t) —2qq01(7’(t) + ) (2.14)

Ova jednadzba opisuje dinamiku optimalnog investiranja u vremenu. Rije¢

je o nehomogenoj diferencijanoj jednadzbi oblika:

Propozicija 2.1 Neka su g,q: I — R neprekidne funkcije na intervalu I C

R. Tada opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

P(t) +g(t)P(t) = q(t)

dano je izrazom:

P(t) = C-exp (— /t: o(s) ds)+ [ /t:q(x) exp ( /t o(s) ds> dx} oxp (- /t: o(s) ds) ,

(2.15)
gdje su C' € R ity € I konstante.
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2.3. Primjena propozicije 1: Optimalna investicijska politika

Dokaz. RjeSenje homogene jednadzbe

P(t) + g(t)P(t) =0

P(t) = ¢ exp (— /t "4(s) ds) |

ima oblik:

Zamjenjujemo konstantu ¢ funkcijom c¢(t), pa koristeéi metodu varijacije

konstanti pretpostavljamo rjeSenje nehomogene jednadzbe:

Pt) = c(t) - exp <— /t: o(s) ds> |

Deriviramo obje strane po t:

PO = i0)-exp (- /t:g<s> ds) —clt)9(0)-exp - /t:gcs) i)

— [é(t) — glt)elt)] - exp ( )

P(t) + g(t)P(t) = é(t) - exp ( / )

Po diferencijalnoj jednadzbi imamo q(t) = P(t) + g(t)P(t), pa:

t
0y =at0) oo ( [ 965 ds) .
to
Integriranjem:

c(t)=C + /t:q(x) - exp (/t:g(s) ds) dz.

Uvrstavanjem u izraz za P(t) zavrsavamo dokaz. =

Zato:

2.3 Primjena propozicije 1: Optimalna inves-

ticijska politika

Gupta i sur.(2007) [5] primjenjuju propoziciju 1 za rjeSsavanje problema op-

timalne politike isplate dividendi. Na temelju Propozicije 1, opée rjeSenje



2.3. Primjena propozicije 1: Optimalna investicijska politika

jednadzbe
[(t) = (r(t) + 0)I(t) = — f(t)
glasi:
I(t) = I exp (- /t “ () + 6] dT) + /t “ (s -exp (— /t () + 4] d7> s,

(2.16)
gdje rjesenje prolazi tockom (g, I).
Ako pretpostavimo vremenski beskonacni horizont, specificno rjesenje

koje maksimizira sadasnju vrijednost V' je:

I(t) = / f(s)-exp (—/ [r(7) + 6] d7'> ds. (2.17)
t t
Polazimo od linearne ODJ prvog reda (definicija investicije)

K(t)+ 0 K(t) = I(t). (2.18)

Pomnozimo jednadzbu s integrirajuéim faktorom e%:

K (t) + 6 e K (t) = eI (t). (2.19)

Primijetimo da je lijeva strana derivacija produkta (pravilo umnoska):

(K (D) = 1), (2.20)

Integriramo obje strane od ¢y do t:

/to d%(e‘ssK(s)) ds :/ e 1(s) ds. (2.21)

to

Po Newton-Leibnizovoj formuli dobivamo:

t
K () — e K (ty) = / e 1(s) ds. (2.22)
to
Rjesavanjem po K (t):
t
K(t) = e K (ty) + e_‘st/ e 1(s) ds. (2.23)
to
Na koncu, preuredimo zapis (iznesemo e~° pod integral):
¢
K(t) = K(ty) et 4 / e =) I () ds. (2.24)
to
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Poglavlje 3
Zakljucak

Kroz ovaj rad prikazali smo kako se obi¢ne diferencijalne jednadzbe koriste
za modeliranje osnovnih i slozenijih ekonomskih procesa. Koristenjem mate-
matickih modela temeljnih na ODJ, poput modela Harroda-Domara, Solowa
i Phelpsa, omoguéeno je kvantitativno razumijevanje rasta proizvodnje (engl.
outputa), uloZene Stednje i akumulacije kapitala.

S druge strane, modeli s vremenskim kasnjenjem, koje su predlozili Ka-
lecki i Goodwin, ilustriraju kako kasnjenja u investicijskim odlukama i nji-
hovoj realizaciji mogu dovesti do ciklicnih ponasanja i nestabilnosti. Uvidi u
takve modele kljucni su za razumijevanje endogene prirode poslovnih ciklusa.

Modeli razmatrani u ovom radu ne iscrpljuju sve mogucénosti primjene
ODJ u ekonomiji, no pokazuju kako je diferencijalni pristup nezaobilazan
u analizi dugorocne stabilnosti i dinamicke ravnoteze ekonomskih sustava.
U buduénosti, kombinacija deterministickih i stohastickih metoda moze po-
nuditi jos preciznije modele i dublje razumijevanje kompleksnih ekonomskih

pojava.
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